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Abstract 
Grivel, P.-P., Algebres de Lie de derivations de certaines algebres pures, Journal of Pure and Applied 
Algebra 91 (1994) 121-135. 
Let E(X) be the H-space of homotopy self-equivalences which are homotopic to the identity of 
a homogeneous Kahler manifold with maximal rank. The Lie algebra of derivations of a pure 
differential graded algebra with zero homotopy Euler characteristic allows us to use Sullivan’s 
minimal model to study the rational homotopy theory of E(X). As an application we compute 
dim(n,(E(X)) @ Q) in the case when X is a certain flag manifold. 
Introduction 
Soit E(X) le H-espace des self-equivalences d’homotopie homotopes a l’identite 
d’un espace X. 
Lorsque X est une varitte kahlerienne homogene, l’homotopie rationnelle de E(X) 
a et& etudiee par Meier dans [S] et [9]. 
Le present travail a pour objet d’effectuer cette etude en utilisant la thtorie du 
modele minimal de Sullivan, comme cela etait suggere par une remarque de Meier 
dans [9]. On retrouve ainsi quelques uns des resultats de ce dernier auteur [9, Section 
2, Proposition 11. On sait que si X est un polyhedre 1-connexe, les groupes 
d’homotopie rationnelle de E(X) sont en correspondance avec l’homologie de 
l’algebre de Lie L(A) des derivations de degre nonpositif du modele minimal A de X. 
Or dans le cas ou A est un certain type d’algebres differentielles graduees pures, on 
peut invoquer des rtsultats de Halperin pour trouver des relations interessantes entre 
les espaces H(L(A)) et L(H(A)). Ces relations permettent alors d’obtenir de l’information 
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sur la dimension des groupes d’homotopie rationnelle de E(X) lorsque X est un 
espace homogene de rang maximum (Ce cas a aussi et& ttudie par Shiga et Tezuka 
dans [lo].) 
Comme exemple on calcule ces dimensions pour certaines varietes de drapeaux 
particulierement simples. 
1. Algkbres de Lie de dkivations 
1.1. Soit K un corps de caracttristique 0. Soit A une K-algebre differentielle gradule 
et M un A-module a droite differentiel grad&. 
Une derivation de degre k E Z de A dans M est une application lineaire 0: A + M de 
degre k qui verifie la condition 
B(ab) = 6(a)- b + (- 1)‘=‘.‘b’f9(b) - a 
pour tout a,b E A. 
Les derivations de A dans M forment un espace vectoriel differentiel grad&s 
Der (A; M), la differentielle 6 ttant dtfinie par 68 = d, 0 0 - (- l)ls10 o d, pour tout 
8EDer(A; M). 
1.2. Si, en tant qu’algebre graduee, A est l’algebre libre A(Z) sur un espace vectoriel 
grad& 2, on a un isomorphisme canonique Der(A; M) = Hom(Z; M) d’espaces 
vectoriels grad&. 
Si { zi > iel est une base homogene de Z et {mj}j,J est une base lintaire homogene du 
K-espace vectoriel M, les derivations 8i.j definies par 
ei, jtzk) = 
mj si k = i, 
0 si k # i, 
forment une base de Der(A; M). 
1.3. L’espace vectoriel Der(A) = Der (A; A) est muni d’une structure d’algebre de Lie 
differentielle grad&e si on d&nit le crochet de Lie par 
[(j; fy] = 00 8’ - (-l)~~l+l~‘o~ 
pour tout 8, 8’ E Der(A). 
Dans ces conditions la differentielle 6 de Der (A) est donnee par 66’ = [dR; 01. 
1.4. On note L(A) la DGL 0-rtduite des derivations de A de degre strictement negatif; 
pour tout entier k E Z la composante de degrt k de L(A) est don&e par 
: 
0 si k I 0, 
L(A), = {0EDer-‘(A)(68 = 0} si k = 1, 
Derek(A) si kr2. 
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La correspondance A I--+ L(A) nest pas fonctorielle. Cependant si f: A + B est un 
isomorphisme de DGA, on d&nit un isomorphisme de DGL L(f) : L(A) + L(B) en 
posant L(f)(e) =foeof-’ pour tout BEL(A). 
1.5. Proposition. Si A est une algBbre contractible alors L(A) est une algtbre de Lie 
acyclique. 
DCmonstration. Par hypothkse A est de la forme (A( V @ IV); d) oti d W = 0 et 
d : V+ W est un isomorphisme. 
Soit 13 E L(A). Une derivation sur A etant completment determinte par ses valeurs 
sur V @ W, on definit MEL en posant w(x) = 0 pour tout XE V et 
o(y) = (- l)l”le(x) pour tout ye W, od x est l’unique element de V tel que dx = y. 
Alors si 60 = 0 on a 60 = 8. 0 
1.6. Proposition. Soit A une DGA. I1 existe un morphisme de GL 
@ : H(L(A)) + L(H(A)). 
DCmonstration. Soit 0 E H,(L(A)) et choisissons un representant l3EZ,(L(A)) de 0. 
Soit aeHq(A) et choisissons un representant aeZq(A) de a. 
La condition 68 = 0 entraine que e(a)E ZqeP(A); on peut done considtrer l’element 
e(a) E HqeP(A), et on verifie immediatement que cet element ne depend ni du choix de 
a ni du choix de 8. 
Considtrons alors l’application lineaire de degrt -p 
G,(O): H(A) + H(A) 
definie en posant 
@,(@)(4 = e(a) 
pour tout cr~Zf(A) (oti a est un cocycle representant CI). 
11 est clair que Qp(0) est une derivation de H(A). 
On obtient ainsi, pour chaque entier PEE, une application lintaire 
et on pose @ = {@p}pez. 
On verifie sans peine que @ est un morphisme de GL puisque si O,O’EH(L(A)) 
sont represent&s par des cycles 0,&E L(A) alors [O; 0’1 est represente par le cycle 
[e; eq. 0 
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1.7. Pour ktudier le morphisme @ on aura besoin de dtfinir un certain sous-espace de 
derivations. 
Supposons que A = /\(Z) est une DGA libre comme algkbre et considtrons un 
sous-espace vectoriel grad& U c Z. L’espace H(A) 0 A(U) est muni naturellement 
d’une structure de A(U)-module g droite graduk. On peut done considkrer l’espace de 
dkrivations Der(/\(U); H(A) @ A(U)). On a une inclusion 
Hom(U; H(A))+ Hom(U; H(A) 0 /j(U)) 
donnte par 8 F+ B Q 1. 
On note alors D(U; H(A)) le sous-espace de dkrivations de Der(A(U); 
H(A) @ A(U)) engendrk par Hom(U; H(A)). 
2. AlgLbres de type Kzihkrien 
2.1. Soit B une GA de dimension finie. On appelle dimension formelle de B l’entier 
m 2 0 tel que B” # 0 et Bj = 0 pour tout entier j > m. 
2.2. Soit B une GA o-rkduite de dimension finie et de dimension formelle m. On dit 
que B est une alg6bre i dualiti: de Poincari si dim B” = 1 et si les formes bilinkaires 
BjxB”-j-+K(j=O,l,... , m), induites par la multiplication, sont non-dtgkkr6es. 
2.3. Thkorhme [7, Theorem 33. Soit A = A(Z) une DGA minimale telle que 
dim Z < +co et dim H(A) < + oz. Alors H(A) est une algsbre a dualitt de Poincark. 
De plus, si (zl, . , z,) est une base de Z, alors la dimension formelle de H(A) est 
m = r - i (- l)lz~i(zil 
i=l 
ozi r est le nombre de gPnCrateurs zi de degrC pair. 0 
2.4. Soit B une GA et soit entier s 2 1. On dit que B est une alglbre de type K, si les 
conditions suivantes sont satisfaites: 
(1) Bj = 0 si j f O(mods). 
(2) B est une algitbre g dualiti: de Poincark de dimension formelle 2ns. 
(3) 11 existe un tltment u E 8” tel que les applications lintaires Bj” + Bzns-js, 
induites par la multiplication par u”-j (j = 0, 1, . . . , n), soient des isomorphismes. 
Si s = 1 on dit que B est une algtbre de type Kahltrien. 
2.5. Exemple. L’algebre de cohomologie rationnelle d’une variktir de drapeaux com- 
plexes (resp. quaternionique) est de type KdhlCrien (resp. de type K2). 
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2.6. Thkorkme [l]. Si B est me DGA de type K, qui est (2s - 1)-rdduite, alors L(B) = 0. 
Dkmonstration. Soit BEL(B), 8 # 0. Si 1 > 0 est le degrk de 0 on a ntcessairement 
1 = l’s en vertu de 2.4(l). 
(i) Si aEBZs on a 0(a) = 0. En effet il existe un entier k 2 1 tel que uk # 0 et 
uk+l 
= 0. Comme on a ntcessairement IKE K, il r&s&e de la relation 
o = Qu”“)) = (k + l)ukO(u) que f3(u) = 0. 
(ii) Soit un entier r tel que 2 _< r 2 n - 1. Supposons que e(a) = 0 pour tout a E Bj” 
et pour tout 2 I j 4 r. Alors 8(b) = 0 pour tout b~B(2”~j)s et pour tout 2 I j 5 r. 
En effet soit b EB(~“-~)~ oh 2 I j I r; d’apris 2.4(3) il existe un tltment UE Bj” 
tel que b = a-t/‘-j oli u E B2”. En tenant compte de l’hypothkse et de (i) on a done 
B(b) = 8(u). u”-j f (n - j)uu"-j- ‘Q(u) = 0. 
(iii) Soit comme avant un entier r tel que 2 I r 5 IZ - 1 et supposons de nouveau 
que Q(u) = 0 pour tout uEBjs et pour tout 2 <j I r. Alors 0(u) = 0 pour tout 
UEB(‘+‘)~. En effet soit u.B”+“” et bEB(2”-r-1 +I’)‘. Pour des raisons de degrk on 
a ub = 0. De plus comme (2n - Y - 1 + /‘)s 2 (2n - r)s, il rlsulte de (ii) que B(b) = 0. 
On a done 0 = B(ub) = Q(u)b. La forme lintaire II@+’ -“M x B(2n-r-1+*‘)S+ K Ctant 
non dtglkrite d’aprk 2.4(2), il en rtsulte que 19(u) = 0. 0 
3. Algkbres pures i caractkristique d’Euler homotopique nulle 
3.1. Soit A = A( V@ W) une DGA libre, o-rtduite, telle que Vk = 0 si k = 1 (mod 2) 
et Wk = 0 si k E 0 (mod 2). On suppose que A est finie et c-finie, c’est-d-dire que 
dim( V@ W) < co et dim H(A) < co. On suppose de plus que les conditions suivantes 
sont satisfaites: 
(1) dV= 0, 
(2) dW = A(V), 
(3) H(A) = A( V)/(d W) (oti (d W) dtsigne l’idCa1 de A(V) engendri: par d W). 
Les conditions 3.1(l) et 3.1(2) signifient que A est une algkbre pure. De plus, 
compte tenu des hypothbes de finitude, la condition 3.1(3) est tquivalente g dire 
que la caractkristique d’Euler homotopique de A est nulle [7, Theorems 1 and 21. 
Pour ces raisons le algkbres satisfaisant les conditions prktdentes seront appelkes des 
alg6bres pures g caracttristique d’Euler homotopique nulle (en abrCgt algkbres 
p.c.e.h.n.) 
3.2. Remarques. (a) Pour tout tltment GI E H(A) il existe un cocycle x E A(V) qui le 
reprbsente. 
(b) Les conditions prkddentes entrainent Cvidemment la condition suivante: 
(4) Hk(A) = 0 si k E 1 (mod 2). 
(c) Une ttude dktaillte des algkbres pures finies et c-finies se trouve dans [7]. 
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4. Les thborbmes fondamentaux 
4.1. Soit L une algkbre de Lie gradde. ConsidCrons les espaces vectoriels grad&s 
L pair et Limp dkfinis en posant 
tLpair)j = 
0 sijzl (mod2) 
Lj sij-0 (mod2) 
et 
lLimp)j = 
Lj si j= 1 (mod2) 
0 si js.0 (mod2) 
11 est clair que la restriction & Lpair du crochet dkfini sur L muni Lpair d’une structure 
d’algebre de Lie grad&e; ainsi Lpair est une sous-algebre de Lie gradde de L. En 
particulier le morphisme de CL @ : H(L(A)) + L(H(A)) dCfini dans la proposition 1.6. 
se restreint & un morphisme de CL Qpair : H,,,,(L(A)) -+ L(H(A)),,i,. 
4.2. ThCorkme. Si A est une algc?bre p.c.e.h.n., U~O~S ~pair : H,,i,(L(A)) -+ L(H(A)),,i, 
est un isomorphisme d’algPbres de Lie gradukes. 
DCmonstration. (i) Qpair est injectif. Soit 0 E H,,(L(A)) tel que @(O) = 0. Choisissons 
un reprksentant tlEZ,,(L(A)) de 0. 
On a e(a) = 0 pour tout cocycle a~ A, done en particulier on a e(x) = 0 pour tout 
x E A( V). 11 faut construire une dkrivation WE Lab+ I telle que 6w = 8; il suffit 
done de construire une application linkaire de degrt - (2p + l), w : V @ W-t 
A( V 0 W); pour cela on va dtfinir w(x~) et O( yj) oti {xi} iel (resp. { yj}j,J) est une base 
homogkne de V (resp. de W). 
On a par hypoth&se e(xi) = 0, done il existe un Gment UiE Alx,’ - 2P-1 tel que 
dui = e(xi). On pose alors O(xi) = Ui. On peut dkjd ktendre o en un tlkment de 
Der-2P-1(A(V); A). P our tout x E A( V) on a done dCfini un choix d’un &ment u E A 
tel que du = 0(x) et O(X) = U. 
Maintenant soit Yj E W; on a dyje A(V) done d’aprks ce qui prtdde il existe un 
klkment USA tel que du = e(dyj) = de(yj) (car 68 = 0) et w(dyj) = u. 
Ainsi d(e(yj) - o(dyj)) = 0. Puisque f3(yj) -o(dyj) est un cocycle de degrt impair 
on a e(yj) - o(dyj) = 0 dans H(A), done il existe un &lCment Vj E AlYjl- *P - ’ tel que 
dvj = e(yj) -o(dyj). On pose alors W(yj) = Uj. 
On a 6w(Xi) = do(xi) + o(dxi) = dui = 0(x,) et 6W(yj) = 6O(yj) + o(dyj) = 
dvj + o(dyj) = O(yj); done 60 = 0. 
(ii) ~pair est surjectif. Soit WE L(H(A)),,. 11 faut construire une dkrivation 
8 E Z,,(L(A)) telle que pour tout a E Z(A) on ait e(a) = o(a). De nouveau il suffit de 
dkfinir f3(xi) et e(yj). 
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Soit X~E V; choisissons un cocycle UiEA’X”-2P reprksentant O(Xi). On pose alors 
O(xi) = ui. On peut dkjja ttendre o en un Clkment de DerFzp(A( V); A) tel que pour 
tout xel\(V) on ait 0(x) = o(2). 
Maintenant soit yj E W, on a dyj~ //( V) done d’aprks ce qui pr6&de on - 
a fI( dy,) = o(dyj) = 0. Ainsi il existe un Ument Vj E A’y~‘-*p tel que dvj = Q( dyj). On 
pose alors O(Yj) = Vj. 
On a 6B(Xi) = de(Xi) - O(dXi) = dUi = 0 et 6O(Yj) = dO(yj) - B(dyj) = dllj - dVj 
= 0; done St? = 0. 
Enfin soit a 62(A), en identifiant ~EH(A) avec un ClCment de A V/(d W) on peut 
tkrire a = x + y oti x EA( V) et y E(dW); comme (d W) c B(A) on peut Ccrire -- 
finalement a = x + db oti be A. Puisque 0(a) = e(x) + de(b) on a 0(a) = Q(x) = 
o(Y) = w(G), 0 
4.3. Si A est une algbbre p.c.e.h.n. le sous-espace vectoriel gradut D( V; H(A)) de 
Der(A(V); H(A) @I A(V)) (resp. D( W; H(A)) de Der(A( W); H(A) 0 A(W))), dtfini 
au 1.7, est nul en degr6 impair (resp. en degrC pair). Ces deux sous-espaces sont relits 
d l’espace vectoriel grad& H(L(A)) par les relations suivantes. 
4.4. ThCorkme. Si A est une algPbre p.c.e.h.n., alors pour chaque entier p 2 0 on a une 
suite exacte d’espaces vectoriels 
3D Q+l(w; H(A))1 H2p+1(UA))+0. 
Dkmonstration. Comme prtctdemment {Xi}iel (resp. { yj}jeJ) est une base homoggne 
de V (resp. W). 
(i) D&ition et injectivitt def: 
Soit 0 E H,,+,(L(A)) et choisissons un reprtsentant 13 EZ~~+~(L(A)) de 0. Puisque 
68 = 0 on a FEZ. On obtient alors la dtrivation ME D2P+2(V; H(A)) en 
posant f(O)(xi) = 8(xi) et on vtrifie que cette dkfinition ne dtpend pas du choix de 9. 
Supposons que f(B) = 0; il faut construire une dtrivation WEL(A)~~+~ telle que 
60 = 6. 
On a par hypothQe e(xi) = 0, done il existe un ClCment UiEAIX” -2p- 3 tel que 
dui = f?(xi). On pose alors w(xi) = ui. On peut dkj:ja ktendre w en un iltment de 
Der-ZP-3(A(V); A). PO ur tout x E A ( V) on a done dtfini un choix d’un ClCment u E A 
tel que du = 8(x) et w(x) = u. 
Maintenant soit yj E W; on a dyj E A(V) done d’aprks ce qui prtdde il existe un 
Cltment u EA tel que du = e(dyj) = dO(yj) et w(dyj) = U. 
Ainsi 0(yj) - u est un cocycle de degrk impair de A; il existe done un Gment 
vjEA”j’-2p-3 tel que dvj = e(yj) -u. On pose alors w(yj) = vj, 
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On a 6W(Xi)= dCO(Xi) + CO(dxi) = dUi = Q(Xi) et 6W(yj)= dW(yj) + W(dyj)= 
dvj + u = 8( yj) - u + u = 0( yj); done 6~ = 9. 
(ii) D+~ition de g. 
Soit ODD zp+G’; H(A)). Ch . orsissons un representant uiEZ(A) de ~(Xi)EH(A) et 
dtfinissons une derivation GE L(A)2p+2 en posant I = Ui et I = 0. On 
a S&((X~) = do -~(dxi) = dui = 0 et 6d(yj) = dG(yj) --d(dyj) = -&(dyj). 
Comme dyjE~( V) on a &(dyj)EZ(A) et on verifie facilement que la classe 
n(dyj)EH(A) est independante du choix des representants Ui. On obtient alors la 
derivation g(w) E Dzp+ 1 (W; H(A)) en posant g(o)(yj) = 6G( yj) = - (3(dyj). 
(iii) Dijinition et surjectivitt de h. 
Soit BED zp+ I(W; H(A)). Ch olsissons un reprisentant vjeZ(A) de O(Yj)~ H(A) et 
definissons une derivation w E L(A)2p+ 1 en posant O(X.i) = 0 et O(yj) = Vj. On 
a 6w(xi) = do(xi) + w(dxi) = 0 et 6W(yj) = do(yj) + w(dyj) = dvj + o(dyj) = 0 car 
dy,e//(V); done 60 = 0. On obtient alors ~(B)EH,,+ ,(L(A)) en posant h(B) = W et 
cette definition ne depend pas du choix des Uj. En effet si 01 E Z(A) est un autre choix 
d’un representant de e(yj), il existe WjE A tel que Uj - II; = dwj; on a alors 
o-o’=&rOtiW’EZ 2P+ 1 L(A) est definie en posant O’(Xi) = 0 et O’( yj) = V> tandis 
que ~EUA)Q,+~ est definie en posant r(Xi) = 0 et I = Wj. 
Maintenant soit L’ E Hip+ ,(L(A)) t h . . e c orsrssons un representant rr~Z~~+ l(L(A)) 
de II. 
Soit xie A(V); On a dn(xi) = - n(dxi) = 0; puisque x(x{) est un cocycle de degre 
impair de A, il existe Ui E A tel que dui = n(Xi). On en dcduit que POW tout x EA( V), il 
existe UE A tel que du = z(x). 
Soit Yj E W; comme dyj~ A( V) il existe u E A 
a dn(yj) + 71(dyj) = 0, done I + UEZ(A). 
On definit alors BE Dzp+ 1( W; H(A)) en posant 
precede on a h(B) = 6 oti o est la derivation 
w(Yj) = n(Yj) + u. 
tel que du = n(dyj). De PIUS on 
e(yj) = n(yj) + U. D’apres ce qui 
obtenue en posant W(xi) = 0 et 
Definissons enfin une derivation E E L(A) zp+z en posant E(Xi) = Ui et E(yj) = 0. On 
a 6&(x() = d&(xi) - &(dxi) = dui = n(xi) = (TC - O)(xi) et fi&(yj) = dE(yj) -&(dyj) 
= -U = n(yj) -“(yj); done 6~ = n -0. Ainsi %= O et h(B) = 17. 
(iv) Exactitude en Dzp+ 2( V; H(A)). 
Tout d’abord on a g(f(@)) = 0 pour tout @EH++~(L(A)). En effet si 
BEZ ,,+,(L(A)) est un representant de 0 on a g(f(@))(yj) = - G(dyj) = 
- dB( yj) = 0. 
Maintenant soit o E D 2p+2(V; H(A)) tel que g(o) = 0. 
Choisissons un representant ui E Z(A) de O(Xi). D’autre part, puisque G(dyj) = 0, il 
existe un Uj E A tel que dvj = G(dyj). On definit une derivation 0 E L(A)zp+ 2 en posant 
O(X~) = pi et B(yj) = ~j. On a se(xi) = de(xi) - B(dxi) = dui = 0 et 68(yj) = de(yj) 
-8(dyj) = dvj -d(dy,) = 0. Ainsi 8~2,,+2 (L(A)) et on a f(@)(Xi) = 0(Xi) 
=Ui = O(xi), done f(Q) = O. 
(v) Exactitude en DZptl(W; H(A)). 
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Tout d’abord on a h(q(o)) = 0 pour tout WE D2,+ 1( V; H(A)). En effet h(g(o)) est 
represente par la derivation n l Zzp+ I (L(A)) dtfinie en posant z(xi) = 0 et 
I = - ~((dyj). Mais on a 663 = 71 car S63(Xi) = dG(xi) - G((dXi) = dui = 0 = 7C(Xi) 
et 6d(yj) = ~G(JJ~) - G(dyj) = n(yj). Done 7? = 0. 
Maintenant soit 0 ED 2p+ 1 (W; H(A)) tel que h(g) = 0.11 existe done une derivation 
XEL(A)~~+~ telle que Srr = E ou EEL(A)~~+~ est definie en posant s(Xi) = 0 et 
E(yj) = vj,Uj~Z(A) etant un representant de g(yj). On a dn(xi) = 0. On peut done 
considerer la derivation CUED 20+2(V; H(A)) definie en posant w(Xi) = z(xi) et 
W(yj) = 0. On a g(O)(yj) = - Z(&J = - 
g(w)= 8. 0 
71(dyj) = Uj - dr~( yj) = Vj = 0( yj), done 
4.5. Corollaire. Soit A une algebre p.c.e.h.n. Pour chaque entier p 2 0 on a 
dim H 2p+ l(L(A)) = 1 dim w *dim Hj(A) 
i-j=Zp+l 
- c dimV;:.dimHj(A) 
i-j=2p+2 
+ dim H2p+2(L(A)). q 
4.6. Corollaire. Soit A une algebre p.c.e.h.n. telle que L(H(A)),,i, = 0. 
Alors H(L(A)) est une algebre de Lie grad&e abelienne telle que Hpair(L(A)) = 0 et 
H,,,(L(A)) = Cokerg. 0 
4.7. Corollaire. Soit A une algdbre p.c.e.h.n. Supposons que la dimension de H(L(A)) est 
jinie et que (L(H(A)),,i, = 0. 
Alors il existe un homologisme d’algebres de Lie differentielles grad&es 
Y: H(L(A)) + L(A). 
Dbmonstration. On definit une application lineaire 
h’:D 2p+1W;Hb4))+ &4)2p+1 
de la facon suivante. Si (~7~)~~~ est une base de H(A), alors les derivations 
{8jk)(j,k)dxK definies en posant 
8jk(Yl) = 
i 
iik si 1 = j, 
0 sil#j 
(1 EJ, lytl - [I& 1 = 2p + 1) forment une base de Dzp+ 1( W; H(A)). Choisissons des 
elements uk E A(V) qui representent les classes & E H(A). On obtient alors l’applica- 
tion h’ en posant h’(ejk)(xi) = 0 pour tout i E I et 
h’(ejk)( y,) = 
ok si 1 = j, 
o si l f j pour tout 1~ J. 
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11 est clair que Im(h’) c Z,,+,(L(A)) et que poh’ = h, od p: Z(L(A))+ H(L(A)) 
est la projection canonique. 
Le morphisme h: Dzp+ l(W; H(A)) -+ HZp+ 1 (L(A)) induit un isomorphisme 
h”= hos:Cokerg+ Hzp+i(L(A)), ou s: Coker g + D( W; H(A)) est une section de la 
projection canonique de Dzp+ i( W; H(A)) sur Coker g. 
On definit alors des applications lineaires 
L’application lineaire * = { $,}, : H(L(A)) + L(A) commute certainement avec les 
differentielles puisque Im ($) c Z(L(A)). Pour verifier que $ est un morphisme 
d’algebre de Lie il suffit de verifier que [$(O,); I/(@,)] = 0 pour tout 
O1 ,02 E H@(A)), puisque H(L(A)) est une algebre de Lie abelienne. Finalement il 
suffit done de verifier que [K(Q,); h’(0,)] = 0 pour tout 8, E DzP+ l(W; H(A)) et 
e+Dzq+i (W; H(A)), et cela resulte des definitions. 
Enfin $* : H(L(A)) + H(L(A)) est un isomorphisme car rl/&,+ 1 = p 0 lCIZp+ 1 = 
poh’osoh”-l = hosoh”-l = /ioh”-’ = l,r,+,(L(A)). Cl 
4.8. Application. Soit X un polyhedre fini 1-connexe et notons Mx = A(U) son 
modele minimal. 
Si E(X) est le Zf-espace des self-equivalences d’homotopie de X qui sont homotopes 
a lx on sait d’apres [l l] (voir aussi [3] ou [lo]) qu’il existe un isomorphisme 
d’algebres de Lie grad&es 
Alors s’il existe une algebre p.c.e.h.n. qui soit isomorphe, comme DGA, a Mx et si 
Lp,i,(H(X)) = 0 on a, pour tout entier p 2 0: 
dim (n2,(E(X)) 0 Q) = 0, 
dim&,+ i@(X)) 0 Q) = C dim Uzi+i *dim HZ’(x) 
i-jzp 
- c dim Uzi * dim H2’(X). 
i-j=p+l 
Par exemple si G est un groupe de Lie compact connexe semi-simple et si H est un 
sous-groupe ferme de G qui est le centralisateur dun tore dans G alors l’espace 
X = G/H satisfait les hypotheses precidentes. 
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5. VariCtCs de drapeaux 
5.1. On considbre deux entiers n 2 2 et k 2 2 et on se donne une suite (nI; n,; . . . ; nk) 
d’entiers tels que n, + n, + . . . + nk = n et 1 I n, I n2 s . . . I nk. 
On pose 
F = Fc(nl; nz; . . . ;nk) = U(n) 
U(n,)x U(nz)x . . . x V(n,)’ 
La varitte F satisfait les hypotheses de l’exemple donne dans 4.8. et on peut done lui 
appliquer les rtsultats de 4.8. 
5.2. Pour dtcrire la cohomologie et le modele minimal de F on commence par 
introduire quelques notations. 
Pour chaque entier 1 < i 2 k -1 on pose Si = {(i;j)[j = 1,2, . . . ,n,} et on note 
s=s1us2v ... US&l. On introduit des indtterminees xciijJ, 1 < i I k - 1 et 
1 I j < ni, telles que )x~~,~)[ = 2j. Dans l’algebre libre A(xa) engendree par les elements 
x, pour cr~S, on considere, pour chaque entier m 2 1, les elements T,,, de degre 2m 
definis inductivement par la relation 
x(i,j) ~(1 + TI + T2 + . ..) = 1 
(on pourra poser T,, = 1). 
5.3. Thkor&me ([4, Section 21 and [6, Chapter 111). 
(4 H(F) = /j\x,)MTn,+~; Tnr+2; . . . ; Tn). 
(b) 
fi (1 - t2P) 
Pm) = ni 
p=l 
pvI(l - ty. fi (1 - t2P). . . . 
p=1 
.pfilu - tZp) 
(c) Le modBle minimal MF de F est l’algtbre pure A(xci;,,; y,,,) engendr6e par les 
&men& x(i;j) pour (i; j)E s et y, pour nk + 1 < m 5 n, tels q#e Ix(i;j)I = 2j, 
( y,] = 2m - 1, la d&!rentielle &ant donnte par dxciijJ = 0 et dy, = T,,,. 0 
6. Grassmaniennes 
6.1. Soit un entier n 2 4 et un entier p tel que 2 5 p 4 n/2. La variitt grassmanienne 
G(n;p) des p-plans dans C” est isomorphe a la varieti F&p; n -p). 
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6.2. On considere p indetermintes x1, x2, . . , xp telles que 1 xj 1 = 2j (1 I j I p). Avec 
les notations de [S, Section 21 les polynbmes T, sont donnes par 
T,,,= c (-1)1*lr!x’. 
?EN: 
6.3. Les resultats suivants sont bien connus et se dtduisent immediatement du 
Theoreme 5.3. et du Theoreme 2.3. 
(4 
(cl A = MG(n,p) = &x1; ... ;xp;Y"-p+l; ... ;y,)aVeClXjl = 2j,lYjl = 2j-l,dXj=O 
et dyj = Tj. 
(d) La dimension formelle de l’algebre H(G(nip)) est 2p(n -p). 
6.4. Designons par gzS(n;p) le coefficient de tzS dans le polynome de Poincare de 
G(n; p). On a done gzS(n; p) = dim H’“(G(n; p)) et on convient que glS(n; p) = 0 si s < 0 
ou si s > p(n -p). 
6.5. Proposition. Les entiers gzS(n;p) satisfont les proprietes suivantes: 
(4 g&p) = 1, 
(b) g&~) = g2CpCn-pJ~s)(n;p), 
(c) g&; 2) = [s/21 + 1 (0 5 s 5 n - 2.1, 
(4 g&;P)= g2ts-,Jn;p) + dn;p -1) - g2~s~n+p~~~(n;p -11, 
(e) dn + lip) = g2(s--n+p-l) (n + 1;~) + g2&;p) - g2~s-n-l~(n; P). 
(f) gzS(n; p) est egale au nombre de partitions de s en n - p entiers compris entre 0 et p. 
DCmonstration. (a) et (b) rtsultent immtdiatement des definitions. 
(c) se demontre par recurrence sur n. 
(d) et e) s’obtiennent par calculs directs si on remarque que 
(1 - t2p)PH(G,“,p)) = (1 -t 2n-2p+2)p H(G(n;p - 1)) et que (1 - t2n-2p+2)PH,C,n+ I:p)j= 
(1 - tZnf2)cf(Ghp,). 
Enfin la demonstration de (f) se trouve dans [2, Paragraphe 7, Theoreme]. 0 
6.6. ThborGme. Les groupes d’homotopie rationnelle de E(G(n; p)) sont non nuls en tous 
degrb impairs compris entre 1 et 2n - 1; ils sont nuls duns tous les autres degris. Plus 
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prkcis~ment on a 
i 
p-1 p-q-1 




dim (x2,+ 1 (E(G(n; P))) 0 Q) = 
c ho-p-q+s)h P) 
s=o 
I si plqln-p, 
n-q-l 
,zo gdn; P) 
1 si n-p+llqln-1, 
tandis que dim(ni(E(G(n; p))) @ Q) = 0 p our toutes les autres valeurs de i. 
Dkmonstration. 11 suffit d’appliquer le Corollaire 4.5 en remarquant que d’aprks 6.3(c) 
on a dim K = 1 si i = 2,4, . . . ,2p et dim 6 = 0 sinon, tandis que dim Wi = 1 si 
i=2n-2p+1,2n-2p+3,...,2n-letdimWi=Osinon. 
Maintenant, compte tenu de la proposition 6.5(e) on a 
p-1 P-q- 1 
c g2(n-p-q+s)(n; P) - 1 g2&; p) 
s=o s=o 
q-1 u-a-1 n-o- 1 
= jzo g20-p-q+s)(n; PI + _ 2 g2(n-p-q+s)h p) -. 2 c72&; PI s=q s=o 
q-1 n-a- 1 
= ;zo g2cn-p-q+sJ(n;p) + 2 (g2&;p) - g2(s-n+p)(n; P)) s=n-p 
q-1 n-q-l 
= .go g2(n-p-q+s)(n; PI + 1 g2& -1; P). s=n-p 
Comme on a kvidemment g2Jm; p) > 0 pour 0 I t I p(n -p) et pour m = n ou 
m = n - 1, il en rksulte que dim (TC~~ + 1(E(G(n; p))) 0 Q) # 0 pour 0 I q I n - 1. 
7. La vari&C Fc (1; 1, . . ; 1) 
7.1. Soit un entier n 2 3. Pour simplifier on notera F, la varikti: F,(nl;n2; . . . ; n,) od 
nl = n2 z . . . = n,= 1. 
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7.2. On considere n - 1 indeterminees x1, x2, . . . ,x,_ 1 telles que IXj 1 = 2 
(1 5 j 5 n - 1). Notons Oj la jieme fonction symetrique Ctementaire en les indeter- 
mintes x1,x2, . ,xnpl. On a 1 aj 1 = 2j. Avec les notations de 6.2 on a 
T,,, = c (-l)‘*‘r!o*. 
IEN:-’ 
7.3. Les resultats suivants se deduisent immediatement du Thtoreme 5.3. et du 
Theoreme 2.3. 
(4 ff(F,) = /pl> x2, ... TX,-IW,; T,; . ;Tn) 
(C) A = MF” = A(Xr;Xz; . . . ;X,_r;Y,;y,; . . . ;y,)aVeClXjl = 2 (1 Ijln-l), 
Iy,I=2k-l(21k1n),dxj=Oetdy,=T,. 
(d) La dimension formelle de l’algebre H(F,) est (n - 1)n. 
7.4. Designons par fiS(n) le coefficent de tzS dans le polynome de Poincare de F,. On 
a done f&(n) = dim H’“(F,,) pour 0 5 s < (n - l)n/2 et on convenient que j&(n) = 0 
pour s < 0 et pour s > (n - l)n/2. 
7.5. Proposition. Les entiers f&(n) satisfont les proprittks suivantes: 
(4 h(n) = 1 
(b) fdn) =h-U-An) 
(4 f&) = ficS- dn) + fdn - 1) -.h-dn - 1). 
DCmonstration. (a) et (b) resultent immtdiatement des definitions. (c) s’obtient par 
calculs directs si on remarque que 
(1 - t2)PH(F,) =(1 - t2”)PH(F,_1). 0 
7.6. Corollaire. On a f2(n) = n - 1. 0 
7.7. ThCor&me. On a 
n-1 
C fis(4 si 4 = 0, 
dimh,+l(W,))O Q) = II:_1 
E2 f&4 
si llq<n-1. 
tan&s que dim(rri(E(F,)) @ Q) = 0 pour toutes les autres oaleurs de i. 
AlgPhres de Lie de dtriaarions de cerraines alghhres pures 135 
DCmonstration. On applique le Corollaire 4.5 en remarquant que d’aprls 7.3(c) on 
a dim Vi = n - 1 si i = 2 et dim Vi = 0 sinon, tandis que dim Wi = 1 si 
i = 3,5, . ,2n - 1 et dim K = 0 sinon. De plus pour calculer dim (7~~ (E(F,)) @ Q) on 
remarque que d’aprk 7.5(a) et 7.6 on a f2(n) = (n - l)f,(n). 0 
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